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La S6rie M~M"(XOa)z.nHzO: Structure Cristalline de KFe(CrO4)z.2HzO, 
Nouveau Type dans la S6rie des Chromates des Fer Dihydrat6s 
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Laboratoire de Cristallochimie Min~rale, Groupe de Recherche de Chimie-Physique de la Combustion, 
Universitd de Poitiers, 40 av. Recteur Pineau, 86 Poitiers, France 

(Recu le 21 fdvrier 1972) 

KFe(CrO4)2.2H20 crystallizes in the monoclinic system, space group C2/m. Lattice parameters are 
a= 10"857, b= 5"505, c= 10.374 A, fl= 137"87°; Z=2.  The structure has been refined by a new method 
using Estimation Optimal Algorithm (Tournarie, M. & Hardy, A. C.R. Acad. Sci. Paris, SOrie B. (1972). 
274, 128). The method of minimizing is a simplex one. The final R value for the 360 observed reflexions 
is 0" 113. The (FeO4.2H20) octahedra are linked by (CrO4) tetrahedra to form n[Fe(CrO4)2.2H20]- chains 
parallel to the b axis. These chains are held together by the potassium ions. In the M'Fe(CrO4)2.2H20 
family, KFe(CrO4)2.2H20 is the most symmetrical structure type; NaFe(CrOa)z. 2H20, which crystallizes 
in the space group C2/c, is the less symmetrical one. Actually these are the only known types for 
compound~ of general formula MIMm(XOa)z.2H20. 

Introduction 

L'dtude chimique des chromates de fer de formulation 
g6n6rale M~Fe(CrO4)2.nH20 a 6t6 entreprise par Bonnin, 
Hardy & Lecerf (1968) (M I est un cation monovalent, 
n est le degr6 d'hydratation). Nous en effectuons l'6tude 
structurale. D6j~ nous avons d6termin6 la structure de 
NaFe(CrO4)z.2H20 (Hardy & Gravereau, 1970) et de 
NH4Fe(CrO4)2fl (Hardy & Gaboriaud, 1972). Ce 
m6moire expose la d6termination de la structure 
cristalline du chromate de fer et de potassium dihydrat6 
et situe ce nouveau type dans la sdrie des compos6s 
MIFe(CrOa)z,2H~O pour laquelle M ~ est Na +, K +, 
TI + ou NH +. 

La structure de NaFe(CrO4)z,2H20 est, ~t notre con- 
naissance, le premier type structural pour les compos6s 
MXMnI(XOa)z,2HzO. I1 se d6crit de fa¢on simple 5. 
partir des environnements octa6drique du fer 
[FeO4.(HzO)2] et t6tra6drique du chrome (CrO4). Les 
octa6dres sont reli6s entre eux par les t6tra~dres de 
faqon ~t constituer des chaines n[Fe(CrO4)2.2HzO]-, 
parall61es ~ la direction [010]. Les chaines ainsi consti- 
tu6es sont reli6es entre elles par les ions Na + dont la 
coordinence est 8. 

Donn6es exp6rimentales 

Des monocristaux du compos6 du potassium ont 6t6 
pr6par6s par Bonnin (1970) h partir d'un syst~me con- 
stitu6 de" 

K20  = 1,62 % ; Fe203 = 2,75 % ; 
CrO3 = 24,05 % ; HzO = 71,58 % 

et r6alis6 ~t l'aide d'une solution de chromate ferrique 
et de K2CrzOT. I1 faut plusieurs semaines pour que ce 
systbme, peu diff6rent des solutions satur6es ~. cette 
temp6rature, laisse d6poser des cristaux. C'est un 
compos6 rouge translucide. 

La sym6trie est monoclinique. Les monocristaux 
s'inscrivent dans un parall616pip~de droit d'environ 
0,1 mm de longueur d'arate et dont la hauteur est 
parall~le ~ la direction [010]; les faces d6velopp6es en 
zone avec cette hauteur sont parallbAes aux plans {10T} 
et {20T}. Aucun clivage particulier n'est observ6. 

Les valeurs de param&res ont 6t6 affin6es 5. partir 
d'un ensemble de 28 taches les plus pr6cises [20 (h0l); 
8 (hkh)] observ6es sur les strates 6quatoriales de dia- 
grammes de cristal tournant autour des axes [010] et 
[101]. Nous avons utilis6 le programme d'affinement 
statistique SPSRM. 379 de Bibian & Tournarie 
(1966). La densit6 a 6t6 mesur6e par picnom6trie dans 
le bromobenz~ne (Bonnin, 1970). Les r6sultats sont les 
suivants (les 6carts types sont indiqu6s entre paren- 
th6ses): 

a =  10,857 (4) A V=416 + 1 A 3 
b=  5,505 (3) Z = 2  
c=  10,374 (3) do =2,88_+0,01 g.cm -3 
/3=137,87 (3) ° dx=2,90_+ 0,01. 

Les r~gles d'existence des raies de diffraction ont 
66t d6termin6es 5- partir de r6tigrammes de Rimsky. La 
seule r6gle mise en 6vidence est h + k = 2n pour les plans 
(hkl), rbgle conforme aux groupes spatiaux: C2/m 
(C3~), Cm (C]) et C2 (C3). 

Unere pmi~re indication, en ce qui concerne le choix 
du groupe spatial, nous est fournie par l'6tude de 
l'6volution des spectres infrarouges dans la s6rie 
MIFe(CrO4)2.2H20 (Mellier, Gravereau & Bonnin, 
1972). On observe de fa¢on nette la disparition du 
d6doublement des modes Vz et v4 (O-Cr-O) quand on 
passe du compos6 du sodium aux autres compos6s. L'ap- 
parition du d6doublement pour le spectre du sodium 
est conforme 5- la corr61ation entre le groupe de site C~ 
de l'entit6 (CrO4) et le groupe facteur C2,. Dans le 
chromate de potassium, pour lequel nous expliquerons 
plus loin que l'hypoth~se structurale peut atre extra- 
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pol6e de la structure connue de NaFe(CrO4)z.2H20, le 
chrome devra occuper un site Cs dans les groupes 
spatiaux C2/m et Cm ou un site C1 dans le groupe 
spatial C2. Or seules les corr61ations du groupe de site 
Cs, avec les groupes facteurs C2h et Cs, permettent  
d 'expliquer la disparition du doublet. Le groupe spatial 
C2 est donc ~. exclure. 

L' ind6termination subsiste entre les groupes spatiaux 
C2/m et Cm. L'hypoth~se structurale signal6e plus 
haut  sugg6re de r~chercher la structure dans un 
premier temps dans le groupe spatial centrcsym6trique 
C2/m. 

Les intensit6s des r6flexions ont 6t6 mesur6es ~t 
part ir  de r6tigrammes de Rimsky obtenus par la 
m&hode dite 'b. c6ne constant '  et avec int6gration. Le 
rayonnement  utilis6 est la raie Kc~ de l 'anticathode de 
molybd6ne (filtre au zirconium). Une s6rie de r6tigram- 
rues (hkl), (k=0 ,5 )  a 6t6 r6alis6e avec plusieurs temps 
de pose pour  chaque plan r6ciproque 'photographi6' .  
Le d6pouillement a 6t6 fait visuellement ~ l 'aide d 'une 
6chelle 6talon. Un ensemble de 360 r6flexions ind6pen- 
dantes a 6t6 ainsi obtenu sur 874 possibles. Les inten- 
sit6s observ6es ont 6t6 corrig6es du facteur de Lorentz-  
polarisation. Les corrections d 'absorpt ion ont 6t6 
n6glig6es (/z = 49,3 c m -  1). 

R~solution et affinement de la structure 

Pour d6terminer la structure cristalline de 
KFe(CrO4)z.2HzO, nous avons utilis6 une hypoth~se 
de d6part d6duite de la structure du compos6 sod& 

En effet, pour  NaFe(CrOa)z.2H20, les r6gles g6n6- 
rales d'existence des r6flexions sont h + k = 2n (hkl) et 
l=2n (hOl) caract6ristiques du groupe spatial C2/c 
dans lequel est d6crite la structure. Cependant,  en plus 
des extinctions syst6matiques, on observe un affai- 
blissement des r6flexions (hkl) telles que l+k = 2n  +1.  
Si ces r6flexions affaiblies 6taient toutes rigoureuse- 
ment  6teintes, nous serions dans le m~me c a s q u e  pour 
le compos6 du potassium, la maille serait de volume 
moiti6 avec groupe spatial C2/m. Dans le r6seau 
NaFe(CrO4)2.2H20 le plan de glissement diagonal n fait 
donc 6galement office de pseudo-miroir  m. Pour passer 
d 'un r6seau h l 'autre, nous avons fait le changement 
d'axes cristallins satisfaisant aux conditions classiques: 
le choix de l 'origine est celui des International Tables 
/'or X-ray Crystallography (1952), b parall~le ~t l 'axe 

binaire, fl sup6rieur b. 90 ° et c inf6rieur 5. a. La Fig. 1. 
illustre le changement d'axes. 

Dans le tribdre relatif au chromatz de sodium, de 

aNa 

DNa Na 
Fig. 1. Sch6ma de passage de la maille simple du compos6 

pot.lssique (groupe C2/m) ~t la maille double du compos6 
sodique (groupe C2/c). 

l itra~dre 
< 

~rO 4 

a~dre 

 4,2H20 

Fig.2. Sch6ma d'une chaine n[Fe(CrO4)2.2H20]- parall61e 
• ~ l'axe b. 

Tableau 1. Paramktres atomiques 
Les 6carts-types sur les diff6rents param6tres sont indiqu6s entre parenth6ses. Les coefficients d'agitation thermique isotrope 

B sont indiqu6s en /~,z. 

x y z B 
Fe 2(a) 0,0 0,0 0,0 1,12 (11) 
Cr 4(i) 0,6839 (5) 0,0 0,2894 (5) 0,79 (8) 
K + 2(d) 0,0 0,5 0,5 2,02 (16) 
O(I) 8(/') 0,6797 (16) 0,7394 (25) 0,1933 (18) 1,52 (22) 
0(2) 4(i) 0,5103 (31) 0,0 0,2477 (34) 2,32 (40) 
0(3) 4(i) 0,8724 (36) 0,0 0,5168 (39) 2,82 (44) 
HzO 4(i) 0,1229 (20) 0,0 0,9157 (22) 0,82 (25) 
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vecteurs de base a~a, bNa, CNa, les composantes des 
a .  

vecteurs a~, b~, oK, O~aO~ sont les suivantes: [0 {, 
aK 0; bK T; c K 0; O N a O  K 1 

1 0 ½ 0 .  

La transposition des coordonndes r6duites correspon- 
dant 6. ce changement de vecteurs de base est alors la 
suivante: 

XK = XN~ + ZN~ -- ¼, y~ = ¼ -- YN~ et ZK = 2XN~ -- ½ • 

Cette transposition et la substitution du pseudo-miroir 
par un v6ritable miroir nous fournit notre hypcth6se 
structurale de d6part. 

Les premiers calculs ont 6t6 faits en attribuant 5. 
t o u s l e s  atomes un coefficient d'agitation thermique 
isotrope moyen B dgal 6. 1/~2. 

Les facteurs de diffusion utilisds pour les ions K +, 

Tableau 2. Facteurs de structure calculus et 
observds 

H t .  r c  KFa H L ~ KFo H L Fc KFe H I. Fc KFo H t. Fc KFo H I.. rc KFo H L Fc KFe 
K ~ 0  ~ ' "  ' "  ' ~ " l  ' ~ ' "~' ~ ' " '  " ~ t 4 . ,  6, .~ ~ ~ . . . . . . . . .  ~ . ~  , J . ~  . , ,  , ~ ~ . ~  

::~ j!:,~ ~,,.~a i.i !:!~ i:~ ~ '~:~ ':i:~ ~ ~,:,~ i!:2 ~;~' ......... i!.~ ~! ~! 
: "  ~'~ 1",, I I 'II';A ';1"~ :-~ ' , '~ ti,¢ :.,", ~;~ k':l; : t ~;:;~ .~:;! :~ .,:,, , a 
. . . . .  : . .  i~:,, ,, ~ . : i , .  ,.:~,. . . . .  ':~;' " : " '  " '-~' " ~ ,  " ~  ' tad , ' I '  ' "  l ' t  ' °  
' i  ~:~ ~::~¢ ~'~ ":!:~ ,:!,:: ! ~  ~:: i! :~ ~ ii:~ ~!}' : : :  ',.] : :  '~: I~ 

~ i  !~,~ !:,,~ !~ .~ i !  !~ir !l,~ i,I ii~, i~:~ i~ .,,'~]I ii~i I !I ~! !~i 

Tableau 3. Distances et angles 

Les dcarts-types sont indiqu6s entre parenth6ses. 

4 Fe'-O(1) 
2 Fe'-H20' 
2 Cr-O(1) 
1 Cr-O(2) 
1 Cr-O(3) 

4 K'-O(1) 
4 K'-O(3) 
2 K'-O(2) 
HzO--H20' 
H20'-O(1) 
H20--O(3') 

1,940 (18)/~ O(1) -Fe'-O(l ') 85,7 (1,1) ° 
2,069 (22 )  H20'-Fe'-O(l) 88,2 (0,8) 
1,730 (20) 0(2) -Cr-O(3) 111,1 (1,9) 
1,590 (35) 0(2) -Cr-O(1) 108,9 (1,4) 
1,610 (40) 0(3) -Cr-O(1) 107,8 (1,6) 

O(1) -Cr-O(l ' )  112,2 (1,2) 
2,746 (18) 
3,146 (40) 
2,703 (35) 
3,332 (22) 
2,790 (30) 
2,798 (45) 

Fe a+ sont ceux calculds par Cromer & Waber (1964). 
Ceux de l'ion C r  6+ ont 6t6 obtenus par extrapolation ~t 
partir des valeurs indiqu6es pour les ions iso61ectro- 
niques. Pour l'ion O 2-, nous avons utilisd les valeurs 
calcul6es par Tokonami (1965). Ces facteurs ont 6t6 
corrig6s de la dispersion anomale. Les termes cor- 
rectifs utilis6s sont ceux indiqu6s dans les International 
Tables for X-ray Crystallography (1962). Avec l 'hypo- 
th6se de ddpart, on obtient, pour le coefficient de d6sac- 
cord classique R ( R = ~  ]lFcI-kFol/~kFo), une valeur 
6gale b. 0.20: nous l 'avons donc utilisde directement 
pour un affinement. 

Dans le stade de l'affinement, nous avons utilis6 une 
m6thode originale appliquant l 'algorithme optimal 
(Tournarie, 1969). Le mode de minimisation employd 
est un mode b. simplexe adaptd par Bibian (1965). La 
transcription pour utilisation sur ordinateur a 6t6 
r6alis6e sous forme de programme S P S R M  386, actuel- 
lement charg6 sur IBM 360-91 au C.E.N. de Saclay 
(C.E.A.) et IBM 360-75 au C.I.R.C.E. (C.N.R.S.). 

Les valeurs des coordonn6es atomiques, des facteurs 
d'agitation thermique isotrope et des facteurs d'6chelle 
des plans r6ciproques diff6renci6s ont 6t6 affin6es. La 
valeur terminale du facteur du ddszccord est R = 0,113 
pour les 360 r6flexions observdes. 

Une poursuite de l'affinement a alcrs dt6 tent6e dans 
le groupe non centrosymdtrique Cm. Le nombre de 
variables est considdrablement augment6 (38 coordon- 
ndes r6duites et coefficients d'agitation thermique iso- 
trope au lieu de 18). En effet le groupement (FeO4. 
2H,O) passe de site Czk en site C~ et le groupement 
(CrO4) de site C~ en site Cx. L'affinement se poursuit, 
mais il apparait  nettement que le minimum ainsi 
obtenu pour la fonction de cofit minimis6e (Tournarie 
& Hardy, 1972) est un minimum purement mathdma- 
tique sans signification physique, dO simplement b. 
l 'augmentation du nombre de variables. 

En effet, d'une part les coefficients d'agitation ther- 
mique prennent des valeurs aberrantes (anormalement 
grandes pour certains a t o m e s -  anormalement basses 
voire avec tendance ~ devenir n6gatives, pour d'autres), 
d'autre part le meilleur accord pour le crit6re d'dvalua- 
tion est r6alis6 avec des intervalles d'incertitude unifor- 
m6ment 61ev6s et accompagn6 d'une diminution du 
taux de l ' information expdrimentale au b6ndfice des 
informations a priori (distances interatomiques). 
Notons, de plus, que ces ir, tervalles d'incertitude 
n'excluent pas la solution d6terminde dans le groupe 
spatial C2/m. 

La structure de KFe(CrO4)2,2HzO sera donc d6crite 

M I 

Na 
K 
TI 
NH4 

Tableau 4. Caractdristiques cristallographiques de divers composds clans la s~rie MXFe(CrO~)2,2H20 

Type structural (Groupe 
d'espace) a b c ~ dz dexp Z 

Type Na (C2/c) 14,247/~, 5,425 ,~, 10,689 ,~ 109,30 ° 2,96 2,97 4 
Type K 10,857 5,505 10,374 137,87 2,90 2,88 2 
(C2/m) 10,838 5,54 10,373 137,4 4,16 4,14 2 

10,96 5,54 10,45 137,4 2,64 2,61 2 
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dans le groupe centrosym6trique C2/m. Les valeurs 
finales des coordonn6es r6duites atomiques et des 
facteurs d'agitation thermique isotrope, ainsi que les 
6carts-types correspondants sont group6s dans le 
Tableau 1. Le Tableau 2 donne les facteurs de struc- 
tures observ6s et calcul6s. 

pour objet l'6ventualit6 d'une liaison hydrog6ne. Entre 
mol6cules d'eau, une telle liaison est exclue par la dis- 
tance H,O-H20 '  (3.33 A) tr~s sup6rieure ~ la distance 
O-O g6n6ralement admise pour la liaison hydrog6ne 
(2.5A). Par contre,lesdistances mol6cules d'eau-oxyg6ne 
H20'-O(4), H20-O(3')  ne permettent pas de conclure 

Discussion 

L' ddifice cristallin 
L'6difice cristallin se d6crit de fa9on simple ~ partir 

de l 'environnement t6tra6drique du chrome (CrO4) et 
de l 'environnement octa6drique du fer (FeO4.2H20). 
Les octabdres sont reli6s entre e~x par les t6tra~dres 
de fa9on ~ constituer des chaines n[Fe(CrO4)2.2H20]-, 
parall~les ~ la direction [010] (Fig. 2). Un octa~dre 
partage 4 de ses sommets (occup6s par l'oxyg6ne) avec 
4 t4trabdres (les 2 matres sommets sont occup6s par les 
mol6cules d'eau). Un t6tra~dre partage 2 de ses som- 
mets avec 2 octa6dres cons6cutifs dans la direction 
[010]. Les atomes d'oxyg6ne concern6s seront dits 
'communs'.  Les deux autres atomes d'oxyg~ne non 
partag6s du t6tra~dre seront dits 'libres'.' 

Les chaines n[Fe(CrO4)z.2H20]-, ainsi constitu6es, 
sont reli6es entre elles par les ions K +. L'environne- 
ment de l'ion K ÷ est de dix atomes d'oxyg~ne h des 
distances comprises entre 2,70 et 3,15 A (Tableau 3). 
La Fig. 3 repr6sente une vue de l'6difice cristallin 
suivant la direction [010]. L'environnement du potas- 
sium y est indiqu6 en pointill6. 

Environnement octa~drique du fer 
Cet environnement a 6t6 sch6matis6 sur la Fig. 4. La 

direction de la liaison Fe ' -H20 '  s'6carte quelque peu 
de la direction de la normale n'-Fe'-n au plan 
O(1)-Fe'-O(l ' ) .  Mais l'6cart le plus important, avec 
l'octa~dre r6gulier, r6side dans la faible valeur de 
l'angle O(1)-Fe '-O(l ' )  (85,7°). 

I1 y a un '6crasement' de l'octa~dre dans la direction 
[010], ph6nom6ne 6galement observ6 dans la structure 
du compos6 du sodium (Hardy & Gravereau, 1970). 
Les valeurs des distances Fe-O (1.94 A) et Fe-H20 
(2.07 A) sont en bon accord avec celles g4n6ralement 
trouv6es. 

Environnement tdtrakdrique du chrome 
Dans cet environnement, nous avons distingu6 les 

oxyg~nes 'communs'  [O(1) et O(1')] des oxyg~nes 
'libres' [0(2) et 0(3)] (Fig. 5). Comme dans le cas du 
compos6 du sodium, cette distinction s'av~re justifi6e 
par la valeur des distances Cr-O 'commun' (1.73 A) 
sup6rieure ~, la valeur moyenne des distances Cr-O 
'libre' (1.60 A). La dispersion angulaire (Tableau 3) 
peut atre consid6r6e comme faible par rapport ~t la 
valeur id6ale de 109028 ' (hybridation d3s du chrome 
Cr 6+). 

Environnement des molecules d'eau 
L'6tude de l 'environnement des mol6cules d'eau a 

O o  

) 

:I 
Fig.3. KFe(CrO4)_~.2H20- vue de l'6difice cristallin suivant 

la direction [010]. kes hachures reprdsentent les atomes 
entre y = b/2 et b. 

Fig.4. Fnvironnement octa6drique du fer. 

l[mo] poclJ 

/ oc2  9 ". 

011/ 

Fig. 5. Environnement t6tra6drique du chrome. 
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(Tableau 3); cependant dans l'6tude infra-rouge men6e 
parall~lement, un d6placement faible de la fr6quence 
de vibration de valence de O-H a 6t6 observ6 et la 
pr6sence de liaisons hydrog6ne importantes estainsi 
exclue. 

Conclusion 

Les 6tudes radiocristallographiques et infra-rouges 
entreprises parall6lement font apparaRre dans la s6rie 
M~Fe(CrO4)2.2H20 l'existence d'un seul motif struc- 
tural, la chaine n[Fe(CrO4)2.2H20]-, mais de sym6trie 
plus ou moins grande suivant M ~. Deux types struc- 
turaux ont 6t6 d6termin6s: le type potassium, le plus 
sym6trique, correspondant aux 616ments monovalents 
M ~ de grand rayon ionique (M ~ = K, TI, NH4) et le type 
sodium, moins sym6trique off M ~ a un petit rayon 
ioniquc (Mr= Na). Le Tableau 4 indique les caract6ris- 
tiques cristallographiques des divers compcsds dont 
nous disposons. 

Les calculs n6cessaires ~t ce travail or.t 6t6 effectu6s 
au C.I.R.C.E. (C.N.R.S.). 
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Formulas for the Cosine Seminvariants, cos (91 + q~2)* 

BY HERBERT HAUPTMAN 

Medical Foundation of Buffalo, 73 High Street, Buffalo, New York 14203, U.S.A. 

(Received 22 November 1971) 

Expressions fcr the cosines of those structure seminvariants, ~0x + ¢P2, which are linear combinations of 
two phases, are found in terms of the observed magnitudes, ]E[, of the normalized structure factors. 
These formulas have found important application in some recent crystal structure determinations. 

1. Introduction 

Explicit formulas for the cosines of single phases which 
are structure seminvariants (the so-called ~l formulas) 
were first found almost twenty years ago (Hauptman 
& Karle, 1953). Again, expressions for the cosines of 
those invariants which are linear combinations of three 
phases were obtained some fifteen years ago (Haupt- 
man & Karle, 1957; Vaughan, 1958). However, despite 
the fact that the space-group dependent linear com- 
binations of two phases which are structure semin- 
variants have been known since 1953 (Hauptman & 
Karle), explicit formulas for their cosines in terms of 
the magnitudes of the normalized structure factors 

* Presented at the Ames Meeting of the American Crys- 
tallographic Association, August 15-20, 1971; Abstract El. 

have been discovered only recently (Hauptman, 1971). 
A brief sketch of the derivation is presented here only 
for the space group P2. Analogous formulas and gene- 
ralizations in the space groups P21 and P212121 are 
merely quoted. 

2. Space group P2 

In the space group P2, ~Ohlklll'Jff~Oh2k212 is a structure 
seminvariant (or invariant) if and only if hl + h2 and 
/1 +/2 are both even and kl + k2 is zero. Only the special 
case that k~=k2=0  is considered here although the 
more general case is readily treated in the same way. 

If there are N identical atoms in the unit cell then the 
normalized structure factor Eh** is defined by means of 

, )  /712 
Ehkl = N-i~ ~ cos 2~(hx,+lz,) exp (2~ikyu) (2.1) 

t~=l 


